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Kombinatorik



Motivation

-

Bel einer Stichprobe zur Qualitatskontrolle werden 4 von 10
Bauteilen Uberpruft.

Wie wahrscheinlich ist es, dass keine defektes Bautell
untersucht wird, wenn 2 Bauteile defekt waren.

-

Ereignis

A =Hauptrakete defekt

o |
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Motivation

-

Bel einer Stichprobe zur Qualitatskontrolle werden 4 von 10
Bauteilen Uberpruft.

Wie wahrscheinlich ist es, dass keine defektes Bautell
untersucht wird, wenn 2 Bauteile defekt waren.

-

Anzahl Auswahlmdglichkeiten mit defektem Teil
Anzahl Auswahlmdglichkeiten

P (Defekt gefunden) =

o |
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Moglichkelten zahlen

W N

# aus nq weiblichen und n, méannlichen Zwergen eine
gemischtes Doppel zusammenzustellen?

leviel MOglichkeiten gibt es
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Moglichkelten zahlen

W N

# aus nq weiblichen und n, méannlichen Zwergen eine
gemischtes Doppel zusammenzustellen?

leviel MOglichkeiten gibt es

# sich aus n; weiblichen und n, mannlichen Zwergen
einen Zwerg herauszusuchen?

o |

Stochastik und Statistik { p. 4/95



Moglichkelten zahlen

W N

# aus nq weiblichen und n, méannlichen Zwergen eine
gemischtes Doppel zusammenzustellen?

leviel MOglichkeiten gibt es

# sich aus n; weiblichen und n, mannlichen Zwergen
einen Zwerg herauszusuchen?

# k mal nacheinander einen der n Zwerge auszusuchen?
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Moglichkelten zahlen

fWieviel Maoglichkeiten gibt es T

# aus nq weiblichen und n, méannlichen Zwergen eine
gemischtes Doppel zusammenzustellen?

# sich aus n; weiblichen und n, mannlichen Zwergen
einen Zwerg herauszusuchen?

# k mal nacheinander einen der n Zwerge auszusuchen?
# n Zwerge in eine Reihenfolge zu bringen?
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Moglichkelten zahlen
w

# aus nq weiblichen und n, méannlichen Zwergen eine
gemischtes Doppel zusammenzustellen?

-

leviel MOglichkeiten gibt es

# sich aus n; weiblichen und n, mannlichen Zwergen
einen Zwerg herauszusuchen?

# k mal nacheinander einen der n Zwerge auszusuchen?

°

n Zwerge in eine Reihenfolge zu bringen?
#® k Zwerge aus n Zwergen auszusuchen?
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Moglichkelten zahlen

W N

# aus nq weiblichen und n, méannlichen Zwergen eine
gemischtes Doppel zusammenzustellen?

leviel MOglichkeiten gibt es

°

sich aus nq weiblichen und n, méannlichen Zwergen
einen Zwerg herauszusuchen?

k mal nacheinander einen der n Zwerge auszusuchen?
n Zwerge in eine Reihenfolge zu bringen?
k Zwerge aus n Zwergen auszusuchen?

© o o @

k Zwerge nacheinander aus n Zwergen auszusuchen?
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Moglichkelten zahlen

W N

leviel MOglichkeiten gibt es

aus n1 weiblichen und n, mannlichen Zwergen eine
gemischtes Doppel zusammenzustellen?

°

sich aus nq weiblichen und n, méannlichen Zwergen
einen Zwerg herauszusuchen?

k mal nacheinander einen der n Zwerge auszusuchen?
n Zwerge in eine Reihenfolge zu bringen?

k Zwerge aus n Zwergen auszusuchen?

k Zwerge nacheinander aus n Zwergen auszusuchen?

© o o o o

Zwerge aus n Zwergen auszuwahlen?
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\Von denen und von jenen

W N

leviel MOglichkeiten gibt es

aus n1 weiblichen und n, mannlichen Zwergen
eine gemischtes Doppel zusammenzustellen?

o |

Stochastik und Statistik { p. 5/95



\Von denen und von jenen

-

Wieviel Moglichkeiten gibt es

aus n1 weiblichen und n, mannlichen Zwergen
eine gemischtes Doppel zusammenzustellen?
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\Von denen und von jenen
fWieviel Maoglichkeiten gibt es

aus n1 weiblichen und n, mannlichen Zwergen
eine gemischtes Doppel zusammenzustellen?

Nges= N1N2
3
% (1,1) (1;n2)
Ny : . :
% l(nl; 1) (2 (nq; nz)}
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Von denen oder von jenen

W N

leviel MOglichkeiten gibt es

sich aus n; weiblichen und n»> mannlichen
Zwergen einen Zwerg herauszusuchen?
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Von denen oder von jenen

W N

leviel MOglichkeiten gibt es

sich aus n; weiblichen und n»> mannlichen
Zwergen einen Zwerg herauszusuchen?

28R
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Von denen oder von jenen

W

leviel MOglichkeiten gibt es

sich aus n; weiblichen und n»> mannlichen
Zwergen einen Zwerg herauszusuchen?

Nges= |f 1;:{Z:;Wn; ;"';mn}gj= ni+ ny
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Variation mit Wiederholung

W N

leviel MOglichkeiten gibt es

k mal nacheinander einen der n Zwerge
auszusuchen?
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Variation mit Wiederholung

fWieviel Maoglichkeiten gibt es T
k mal nacheinander einen der n Zwerge
auszusuchen?

Kk

-]
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Variation mit Wiederholung

W N

leviel MOglichkeiten gibt es

k mal nacheinander einen der n Zwerge
auszusuchen?

Nges= N Ny, A= nk

k mal
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Permutation ohne Wiederholung

-

Wieviel Moglichkeiten gibt es

-

n Zwerge in eine Reihenfolge zu bringen?
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Permutation ohne Wiederholung

-

Wieviel Moglichkeiten gibt es

-

n Zwerge in eine Reihenfolge zu bringen?
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Permutation ohne Wiederholung

-

Wieviel Moglichkeiten gibt es

-

n Zwerge in eine Reihenfolge zu bringen?
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Permutation ohne Wiederholung

-

Wieviel Moglichkeiten gibt es

-

n Zwerge in eine Reihenfolge zu bringen?
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Permutation ohne Wiederholung
W -

leviel MOglichkeiten gibt es
n Zwerge in eine Reihenfolge zu bringen?

Nges= N(N 1)(n 2) 1=:n!

n Maoglichkeiten fur den 1. Zwerg
(n 1) Moglichkeiten fur den 2. Zwerg

(n 2) Moglichkeiten flr den 3. Zwerg

(n (n 1)) Madglichkeiten fur den n-ten Zwerg
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Fakultat
. -

ef: Das Rechensymbol “!”
nNt'=n (n 1) (n 2) 321

bezeichnet die Fakult at einer Zahl.
Spezialf alle:

ol=1; 11=1;: 21=2: 3l=6; 41=24 :::

Anwendung: Anzahl der Anordungsmaoglichkeiten von n
Dingen.

o |
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Variation ohne Wiederholung

W N

leviel MOglichkeiten gibt es

k Zwerge nacheinander aus n Zwergen
auszusuchen?

o |
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Variation ohne Wiederholung
W

leviel MOglichkeiten gibt es

-

k Zwerge nacheinander aus n Zwergen
auszusuchen?

A7 X &7 XN X N & M

TIET

o
o .
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Variation ohne Wiederholung

W N

leviel MOglichkeiten gibt es

k Zwerge nacheinander aus n Zwergen
auszusuchen?

n!

Nges= N(Nn 1)(n 2) (n k+1)= C .k)!
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Variation ohne Wiederholung

-

Wieviel Moglichkeiten gibt es

-

k Zwerge nacheinander aus n Zwergen
auszusuchen?

n!

Nges= N(Nn 1)(n 2) (n k+1)= C .k)!

A A & A

94
N

B ¢4 B
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Variation ohne Wiederholung

-

Wieviel Moglichkeiten gibt es

-

k Zwerge nacheinander aus n Zwergen
auszusuchen?

n!

Nges= N(Nn 1)(n 2) (n k+1)= C .k)!

- -
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Variation ohne Wiederholung

W N

leviel MOglichkeiten gibt es
k Zwerge nacheinander aus n Zwergen

auszusuchen?
n!
Nges= N(N 1)(n 2) (n k+1)= n K
n Maoglichkeiten flr den 1. Zwerg
(n 1) Moglichkeiten fur den 2. Zwerg

(n 2) Moglichkeiten fur den 3. Zwerg

(n (k 1)) Moglichkeiten fur den k-ten Zwerg
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Kombination ohne Wiederholung

-

Wieviel Moglichkeiten gibt es

-

k Zwerge aus n Zwergen auszusuchen?

o |
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Kombination ohne Wiederholung

-

Wieviel Moglichkeiten gibt es

-

k Zwerge aus n Zwergen auszusuchen?

V' N . N . N . Y

ww ¥

u
(n-K)!
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Kombination ohne Wiederholung

fWieviel Maoglichkeiten gibt es T

k Zwerge aus n Zwergen auszusuchen?
Es gibt k! MdAglichkeiten die k ausgesuchten Zwerge in

eine Reihenfolge zu bringen.
Also wird jede Mc‘jglichkeit die k-Zwerge auszusuchen

von der Formel (n k), dann k!-mal gezahlt:

0 1

I
n: :_@nA

Nees= fim k)

o |
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Binomialkoef zient
b

ef: Das Rechensymbol T
0

1
@ N A . n!
k  ki(n k)

wir als Binomialkoe zient bezeichnet und als

k aus n
gelesen.
Spezialf alle:
0 1 o 1 0 1 0 1
@OAzl; @"A=@"A=1: @"A=n;:::
0 0 n 1

|

Anwendung: Anzahl Auswahlmdglichkeiten von k aus n
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Tellmengen

W

leviel MOglichkeiten gibt es
Zwerge aus n Zwergen auszusuchen?

o |
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W

Tellmengen

leviel MOglichkeiten gibt es

Zwerge aus n Zwergen auszusuchen?

dabei?

;

¥

¥

g

¥

¥

Ja

g

g

g

Nein

¥

4

2 *

?

Stochastik und Statistik { p. 13/95



Wie lernt man das?

diese Woche noch!!! T

mit einer Packung Smarties oder bunten
Blroklammern.

10. Klasse aber schon vergessen?
In der Vorlesung trivial, Iim Testat vergessen!!!

|
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Wozu benutzt man das?

-

z.B. bei der Binomialverteilung:

Wieviele Mdglichkeiten gibt es um zwel (kaputte)
Triebwerke aus 4 Triebwerken auszusuchen?

0 1

Antwort;@ : A

Wie wahrscheinlich ist es das genau diese zwel kaputt sind:

pp @ p 1 p

Also insgesamt:
0 1
P (genau zwei Triebwerke kaputt) = @ YAkl p)t 2

o 2 |
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Jetzt wollen wir Schafe aufteilen

HRARAR S
o




Schafe
fWieviele Maoglichkeiten gibt es: T
n-Schafe auf k Zwerge aufzuteilen?

n-Schafe auf k Zwerge so aufzuteilen, dass Zwerg i
genau n; Schafe bekommt.

n-Eier auf k Zwerge so aufzuteilen, dass Zwerg i
genau n; Eier bekommt.

n-Eier auf k Zwerge aufzuteilen?

o |
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Zerlegung

W N

leviele Moglichkeiten gibt es:

n-Schafe auf k Zwerge aufzuteilen (wenn ich die
Schafe kenne)?

o |
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Zerlegung

W N

leviele Moglichkeiten gibt es:

n-Schafe auf k Zwerge aufzuteilen (wenn ich die
Schafe kenne)?

IEHEanYe s

g
¥
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Zerlegung

W N

leviele Moglichkeiten gibt es:

n-Schafe auf k Zwerge aufzuteilen (wenn ich die
Schafe kenne)?

= H %
¢ HH
¥ H
| |
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Zerlegung

W N

leviele Moglichkeiten gibt es:

n-Schafe auf k Zwerge aufzuteilen (wenn ich die
Schafe kenne)?

— n
nges — k

o |
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Permutation mit Wiederholung

W N

leviele Moglichkeiten gibt es:

n-Schafe auf k Zwerge so aufzuteilen, dass Zwerg i
genau n; Schafe bekommt.

o |
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Permutation mit Wiederholung

-

Wieviele Moglichkeiten gibt es:

-

n-Schafe auf k Zwerge so aufzuteilen, dass Zwerg i
genau n; Schafe bekommt.

ER% L GRARR

"

¥ 19 ¥

o |
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Permutation mit Wiederholung

W N

leviele Moglichkeiten gibt es:

n-Schafe auf k Zwerge so aufzuteilen, dass Zwerg i
genau n; Schafe bekommt.

HEER S S
3 0 -
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Permutation mit Wiederholung

W N

leviele Moglichkeiten gibt es:

n-Schafe auf k Zwerge so aufzuteilen, dass Zwerg i
genau n; Schafe bekommt.

n!

n eS: .
J nilnp!  ny! N1;N2;iii;Ng

o |
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Wie ein El dem anderen.

W N

leviele Moglichkeiten gibt es:

n-Eier auf k Zwerge so aufzuteilen, dass Zwerg i
genau n; Eier bekommt.

o |
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Wie ein El dem anderen.

W N

leviele Moglichkeiten gibt es:

n-Eier auf k Zwerge so aufzuteilen, dass Zwerg i
genau n; Eier bekommt.

0 0J0F00(
O
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Wie ein El dem anderen.

W N

leviele Moglichkeiten gibt es:

n-Eier auf k Zwerge so aufzuteilen, dass Zwerg i
genau n; Eier bekommt.

Nges=1

o |
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Wie ein El dem anderen.

W N

leviele Moglichkeiten gibt es:

n-Eier auf k Zwerge so aufzuteilen, dass Zwerg i
genau n; Eier bekommt.

Nges=1

o |
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Kombination mit Wiederholung

-

Wieviele Moglichkeiten gibt es:

-

n-Eier auf k Zwerge aufzuteilen?

o |
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Kombination mit Wiederholung

-

Wieviele Moglichkeiten gibt es:

-

n-Eier auf k Zwerge aufzuteilen?

0 ogogooo

o4



Kombination mit Wiederholung

-

Wieviele Moglichkeiten gibt es:

-

L
0 §o0ofoc
¥

¥ 4




Kombination mit Wiederholung

fWieviele Maoglichkeiten gibt es: T
n-Eier auf k Zwerge aufzuteilen?

0 0§00 00
0 §ooo§oo
§ 1000000



Kombination mit Wiederholung

W N

leviele Moglichkeiten gibt es:

n-Eier auf k Zwerge aufzuteilen?

0 1

n+k 1
Nges= @ A

n

o |
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Beispiel | Kombinatorik

- N

Bel einer Stichprobe zur Qualitatskontrolle werden 4
von 10 Bauteilen tberprift. (2 defekt)

o |
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Beispiel | Kombinatorik

-

Bel einer Stichprobe zur Qualitatskontrolle werden 4
von 10 Bauteilen tberprift. (2 defekt)

Wieviele Moglichkeiten gibt es, dass 2 der 10 Bautelle
kaputt sind?
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Beispiel | Kombinatorik

-

Bel einer Stichprobe zur Qualitatskontrolle werden 4
von 10 Bauteilen tberprift. (2 defekt)

Wieviele Moglichkeiten gibt es, dass 2 der 10 Bautelle
kaputt sind?

0 1

|
10 , 10! 10 9 — 45

@ = =
2 2110 2)! ~ 2 1

|
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Beispiel | Kombinatorik
-

Bel einer Stichprobe zur Qualitatskontrolle werden 4
von 10 Bauteilen tberprift. (2 defekt)

Wieviele Moglichkeiten gibt es, dass 2 der 10 Bautelle
kaputt sind? 45

Wieviele Moglichkeiten gibt es, dass wir die zwel
kaputten nicht ziehen?

|
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Beispiel | Kombinatorik
-

Bel einer Stichprobe zur Qualitatskontrolle werden 4
von 10 Bauteilen tberprift. (2 defekt)

Wieviele Moglichkeiten gibt es, dass 2 der 10 Bautelle
kaputt sind? 45

Wieviele Moglichkeiten gibt es, dass wir die zwel
kaputten nicht ziehen?

HRRERRE S

" — T

|
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Beispiel | Kombinatorik
-

Bel einer Stichprobe zur Qualitatskontrolle werden 4
von 10 Bauteilen tberprift. (2 defekt)

Wieviele Moglichkeiten gibt es, dass 2 der 10 Bautelle
kaputt sind? 45

Wieviele Moglichkeiten gibt es, dass wir die zwel
kaputten nicht ziehen?

0 10 1
6

@*r@®a=1 22-15
0] 2

1 Ol

|

Stochastik und Statistik { p. 22/95



Beispiel | Kombinatorik
-

Bel einer Stichprobe zur Qualitatskontrolle werden 4
von 10 Bauteilen tberprift. (2 defekt)

Wieviele Moglichkeiten gibt es, dass 2 der 10 Bautelle
kaputt sind? 45

Wieviele Moglichkeiten gibt es, dass wir die zwel
kaputten nicht ziehen?

0 10 1
6

@*r@®a=1 22-15
0] 2

1 Ol

Wie hoch ist also die Wahrscheinlichkeit kein defektes
Tell zu sehen?
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Beispiel | Kombinatorik

-

Bel einer Stichprobe zur Qualitatskontrolle werden 4
von 10 Bauteilen tberprift. (2 defekt)

Wieviele Moglichkeiten gibt es, dass 2 der 10 Bautelle
kaputt sind? 45

Wieviele Moglichkeiten gibt es, dass wir die zwel
kaputten nicht ziehen?

0 10 1
6

@*r@®aA=1 22-15
0] 2

1 Ol

Wie hoch ist also die Wahrscheinlichkeit kein defektes
Tell zu sehen?

L P (kein defektes Tell entdeckt) = i—g % J
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Zufallsvariablen



ZUufallsvariablen

-

Zufallsvariable X
Eine Wert den es noch gar nicht gibt.

o |
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ZUufallsvariablen

Zufallsvariable X T
Eine Wert den es noch gar nicht gibt.

Wertebereich X
Menge der moglichen Werte von X.

|
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ZUufallsvariablen

Zufallsvariable X T
Eine Wert den es noch gar nicht gibt.

Wertebereich X
Menge der moglichen Werte von X.

Realisierung x
Eine Wert der es geworden ist.

|
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ZUufallsvariablen

Zufallsvariable X T
Eine Wert den es noch gar nicht gibt.

Wertebereich X
Menge der moglichen Werte von X.

Realisierung x
Eine Wert der es geworden ist.

\erteilung P*
Eine Beschreibung aller Wahrscheinlichkeiten, von

Ereignissen, die sich als Aussagen uber X formulieren
lassen.

|
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Zufallsvariablen mit diskrete
Verteilungen



Beispiel I:Hauptantrieb der Simplon

-

Der Hauptantrieb der Simplon besteht aus 4
Raketentriebwerken.

-

o |
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Beispiel I:Hauptantrieb der Simplon

-

Der Hauptantrieb der Simplon besteht aus 4
Raketentriebwerken.

Mindestens 3 mussen funktionieren, um die Simplon in die
Umlaufbahn zu bringen.

-

o |
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Beispiel I:Hauptantrieb der Simplon

-

Der Hauptantrieb der Simplon besteht aus 4
Raketentriebwerken.

Mindestens 3 mussen funktionieren, um die Simplon in die
Umlaufbahn zu bringen.

Zufallsvariable:

-

X = Anzahl der defekten Triebwerke

o |
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Beispiel I:Hauptantrieb der Simplon
- -

Der Hauptantrieb der Simplon besteht aus 4

Raketentriebwerken.
Mindestens 3 mussen funktionieren, um die Simplon in die

Umlaufbahn zu bringen.
Zufallsvariable:

X = Anzahl der defekten Triebwerke

Wertebereich:
x = 10;1;2;3;4g

o |
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Beispiel I:Hauptantrieb der Simplon
- -

Der Hauptantrieb der Simplon besteht aus 4

Raketentriebwerken.
Mindestens 3 mussen funktionieren, um die Simplon in die

Umlaufbahn zu bringen.
Zufallsvariable:

X = Anzahl der defekten Triebwerke

Wertebereich:
x = 10;1;2;3;4g

Skala: Anzahl

o |
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Beispiel I:Hauptantrieb der Simplon
- -

er Hauptantrieb der Simplon besteht aus 4

Raketentriebwerken.
Mindestens 3 mussen funktionieren, um die Simplon in die

Umlaufbahn zu bringen.
Zufallsvariable:

X = Anzahl der defekten Triebwerke

Wertebereich:
x = 10;1;2;3;4g

Skala: Anzahl
Realisierung: z.B.

o |
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Messbare Ereignisse

-

Def (vereinfacht): Ein Ereignis heil3t X -messbatr, falls es
genugt die Realisierung x von X zu kennen, um zu
entscheiden, ob das Ereignis eingetreten ist.

-

o |
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Messbare Ereignisse

fDef (vereinfacht): Ein Ereignis heil3t X -messbar, falls es T

genugt die Realisierung x von X zu kennen, um zu
entscheiden, ob das Ereignis eingetreten ist.

Solch ein Ereignisse lal3t sich durch eine Menge A X
der Werte beschreiben, bel dem es eintritt.

o |
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Messbare Ereignisse

- N

Def (vereinfacht): Ein Ereignis heil3t X -messbatr, falls es
genugt die Realisierung x von X zu kennen, um zu
entscheiden, ob das Ereignis eingetreten ist.

Solch ein Ereignisse lal3t sich durch eine Menge A X
der Werte beschreiben, bel dem es eintritt.

Beispiele X -messbarer Ereignisse:

Hauptantrieb betriebsbereit= f0; 1g
Hauptantrieb nicht betriebsbereit= f 2; 3; 4g
Alle Triebwerke arbeiten = f0g

Weniger als drei Triebwerke defekt = f0; 1; 29

o |
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Vertellung
-

Die Verteilung P* von X ist eine Abbildung, die
X -messbare Ereignisse auf ihre Wahrscheinlichkeit

abbildet:
PX (A) = Wahrscheinlichkeit von A

Probleme:
Woher bekomme ich P* ?
Wie beschreibe ich PX ?
Wie rechne ich P* aus?

o |
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Wie beschreibe ichP* ?

-

Allgemein: Bel diskreten Verteilungen (d.h. x ist
aufzahlbar) genlgt es die Wahrscheinlichkelit fur einzelne
Werte k 2 x zu kennen:

-

Pk = P(X = k)

Diese Werte p¢ heil3en Elementarwahrscheinlichkeit
Z.B.

po = 0:7435 =P (0 Triebwerke defekt)

pr = 0:2288 =P (1 Triebwerk defekt)

p2 = 0:0264 =P (2 Triebwerke defekt)

ps = 0:00135 =P(3 Triebwerke defekt)
\— ps = 2:6e 05 = P (4 Triebwerke defekt)

|
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Wie rechne ichP”* (A) aus?

i. ldee: T

Summiere die einzelnen Wahrscheinlichkeiten fur die
moglichen Werte von X auf:

PX(A)= b
K
k2 A

Kennen wir also die Elementarwahrscheinlichkeiten far
X, so auch die Wahrscheinlichkelit flr jedes X -messbare
Ereignis.

P(H)= po+ p1=0:7435+ 02288 = 09722

o |
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Woher bekomme ichP* bzw. py
fAllgemein: T
Literatur
Deligieren

Standardverteilungsmodelle flr verschiedene
Situationen, mit statistisch geschatzten Parametern.

Statistische Schatzung
Stochastische Modellbildung

o |
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Modellbildung
-

Jedes Triebwerk fallt mit Wahrscheinlichkeit p aus.

Annahme: Die Triebwerke fallen unabhangig
voneinander aus.

Also z.B.
P(NurT riebwerkNr: 1f alltaus) = pfl_{zlf? fl_{zfg fl_{zfg

q q q
q=1 p= P(Triebwerk A fallt nicht aus.)

|
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Binomialverteilung

PPPP

p=P(Triebwerk ok)

o



Binomialverteilung

%

PPPP

66/ 66

appp  papp  ppIpP  PPPq

p=P(Triebwerk ok)
q=P(Triebwerk defekt)=1-p

. |
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Binomialvertellung

%

PPPP

66/ 66

appp  papp  ppIpP  PPPq

566’666

qapp dpgp qppgq p9ggp pP9pPq ppqq

666 &

appp  pgpp  pPPAp  pPPq

%

slolele

p=P(Triebwerk ok)
q=P(Triebwerk defekt)=1-p

O aus 4

1aus4

2 aus 4

3aus 4

4 aus 4

o
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Binomialvertellung

%

PPPP

6666

appp  pPApp  ppap  pppq

566’666 7T

dqapp dpgp qppgq p9ggp pP9Pq ppqq

666 &

appp  pgpp  pPPAp  pPPq

slolele

p=P(Triebwerk ok)
q=P(Triebwerk defekt)=1-p

184
4pd

4p¢

1 9¢

Oaus 4

1aus4

2 aus 4

3aus 4

4 aus 4

o

Stochastik und Statistik { p. 33/95

|



Binomialvertellung

%

H= pPPP

6666

appp  pPApp  ppgp  pppqg

566’666 7T

dqapp dpgp qppgq p9ggp pP9Pq ppqq

666 &

appp  pgpp  pPPAp  pPPq

slolele

p=P(Triebwerk ok)
q=P(Triebwerk defekt)=1-p

1%8
4pd

4p¢

1 9¢

Oaus 4

1aus4

2 aus 4

3aus 4

4 aus 4

o
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Binomialvertellung

&/

H= pPPP

6666

appp  pPApp  ppgp  pppqg

566’666

dqapp dpgp qppgq p9ggp pP9Pq ppqq

666 &

appp  pgpp  pPPAp  pPPq

slolele

p=P(Triebwerk ok)
q=P(Triebwerk defekt)=1-p

184
4&&
eslozq2
4|01q2
194

1=(|0+q)4

Oaus 4

1aus4

2 aus 4

3aus 4

4 aus 4

o
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Binomialvertellung

&/

H= pPPP

6666

appp  pPApp  ppgp  pppqg

184
4&&

=P

=P

lVVAﬂIWﬁﬂ

dqapp dpgp qppgq p9ggp pP9Pq ppqq

666 &

appp  pgpp  pPPAp  pPPq

slolele

p=P(Triebwerk ok)
q=P(Triebwerk defekt)=1-p

4p¢
194

1=(|0+q)4

=P

o
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K aus n
fEs gibt
0 1
@ 4 A =

n! 1 2 :::n
k Kin k) 12 ::: k1 2 ::: (n k)

Maoglichkeiten k Objekte aus n Stuck auszusuchen.
Dabel ist:

kl=1 2 K = i

o |
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Binomialvertellung

-

Def: Die diskrete Verteilung auf x = f0;:::;ng mit
0 1

m=@EA¢ﬂ p)" K

-

heil3t Binomialverteilung ftr n Wiederholungen zur
“Erfolgswahrscheinlichkeit” p.

o |
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Binomialvertellung

-

Def: Die diskrete Verteilung auf x = f0;:::;ng mit
0 1

N
Pk = @kAp"(l p)" X

-

heil3t Binomialverteilung ftr n Wiederholungen zur
“Erfolgswahrscheinlichkeit” p.

In Zeichen: P* = Bi(n;p)

o |
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Binomialvertellung

fDef: Die diskrete Verteilung auf x = f0;:::;ng mit T
0 1
n
pc=@ Ap‘@ p"

heil3t Binomialverteilung ftr n Wiederholungen zur
“Erfolgswahrscheinlichkeit” p.

In Zeichen: P* = Bi(n;p)

Einsatz: Die Anzahl der “Erfolge” bel n unabhangigen
Versuchen mit “Erfolgswahrscheinlichkeit” p ist Bi (n; p)

verteilt.

o |
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Beispiel fur Modellierung

-

Wir wirden also annehmen, dass Zufallsvariable T

X = “Anzahl der ausgefallenen Raktentriebwerke”

binomialverteilt ist mit n = 4 Triebwerken und einer
Einzelausfallwahrscheinlichkeit von

p = “Wahrscheinlichkeit flr ein Triebwerk auszufallen”

und schreiben
X  Bi(4;p)

Wie bestimmen wir p?

o |
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Bestimmung vonp
fEs gibt verschiedene Wege p zu bestimmen:
Weitere Modellierung des Triebwerks.
“Erfahrung”/ “Einschatzung”

Statistische Schéatzung:

_ Anzahl Triebwerksausfalle
- Anzahl Versuche

Geht nur, wenn wir schon “vergleichbare” Tests
gemacht haben.
Problem: Ungenau

o |
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Beispiel

-

fDer Triebwerkshersteller hat das Triebwerk getestet und
gibt die Ausfallwahrscheinlichkeit mit p %1 an.

o |
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Beispiel

fDer Triebwerkshersteller hat das Triebwerk getestet und
gibt die Ausfallwahrscheinlichkeit mitp 7 an.
Wir modellieren also unseren “worst case” mit:

p = P(Triebwerk fallt aus) = 1—14

o |
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Beispiel

fDer Triebwerkshersteller hat das Triebwerk getestet und
gibt die Ausfallwahrscheinlichkeit mitp 7 an.
Wir modellieren also unseren “worst case” mit:

p = P(Triebwerk fallt aus) = 1—14

0 1
Dann sind wegen p; = @ 4 Api (1 p)4 i
|

13 13 13 13 13

:1 . :4 . :6 . :4 . :1 -
Po= 2 qaPL=% 70270 TP =% =L T

o |
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Beispiel

fDer Triebwerkshersteller hat das Triebwerk getestet und
gibt die Ausfallwahrscheinlichkeit mitp 7 an.
Wir modellieren also unseren “worst case” mit:

p = P(Triebwerk fallt aus) = 1—14

0 1
Dann sind wegen p; = @ 4 Api (1 p)4 i
|

_, 18 13° 13 13! , 19
Po = 441 P1 = 441 P2 = 441  P3 = 441 P4 = 148
P
und also wegen P(A) = 5 Pk

L P(H)= P(f0;19) = po + p1 = 0:97222511453561 0:97 J
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Rickblick
-

f Wir haben die Anzahl Triebwerksausfalle als
Zufallsvariable X modelliert.

Wir haben die Verteilung durch das Standardmodell
\Binomialverteilung" modelliert

Der Hersteller hat einen unbekannten Modellparameter
p geschatzt .

Wir haben das Ereignis
H = “Hauptantrieb funktioniert” als Menge f0; 1g der
Werte von X geschrieben, beli dem das Triebwerk

funktionert.

Wir haben die Wahrscheinlichkeit von H mit den
Formeln flr die Binomialverteilung berechnen.

o |
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Diskrete Verteilungen angeben

-

fDiskrete Verteilungen kdnnen angegeben werden durch die
Wahrscheinlichkeiten:

Pk = P(X =X);x2 x
0 1

_ a4 1 X 13 4 X
z.B.pX-@XA 4 14

Diese heilden Elementarwahrscheinlichkeiten
oder
durch eine eine Verteilungsnotation: z.B.

_ 1
X Bi4; —
4 )

o |
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Reellwertige und stetige
Verteilungen



Bsp: Wirkungsgrad des Hauptantriebs
o -

ufallsvariable:
W = “Spezi sche Wirkung des Hauptantriebs”

Raktentriebwerke haben je nach Effektivitat der
Treibstoffmischung und Fokusierung des Strahls einen
unterschiedlichen Wirkungsgrad z.B. gemessen in

“Schubkraft in Newton” “Brenndauer”
“Masse Treibstoff”

W =

“Wirkungsgrad fur Raktentriebwerke”

o |

Stochastik und Statistik { p. 42/95



Bsp: Wirkungsgrad des Hauptantriebs
o -

ufallsvariable:
W = “Spezi sche Wirkung des Hauptantriebs”

Wertebereich: w = R+
Skala: Positiv Reel

o |
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Bsp: Wirkungsgrad des Hauptantriebs
o -

ufallsvariable:
W = “Spezi sche Wirkung des Hauptantriebs”

Wertebereich: w = R+
Skala: Positiv Reel
Realisierungen: z.B.

_ 10:234%N 5232s _ 3768255E

W 1421t kg

o |
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Interessierende Ereignisse

- N

nteressierendes Ereignis:
W Wit

Wobei Wiy die minimale spezi sche Wirkung ist, um mit
der vorhanden Treibstoffmenge die Umlaufbahn zu
erreichen.

o |
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Verteilungsfunktion

-

Die Verteilung reller Zufallsvariablen X kann tber die
Verteilungsfunktion Fx beschrieben werden:

-

Fx (X) = P(X X)

o |
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Verteilungsfunktion

-

Die Verteilung reller Zufallsvariablen X kann tber die
Verteilungsfunktion Fx beschrieben werden:

-

Fx (x):= P(X  x)=P*((1 ;x]

o |
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-

F(x)

0.8 1.0

0.6

0.4

0.2

0.0

Beispiel Verteilungsfunktion |

Verteilungsfunktion eines Wirkungsgrads

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
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Verteilungsfunktion

-

Die Verteilung reller Zufallsvariablen X kann tber die
Verteilungsfunktion Fx beschrieben werden:

-

Fx (x):= P(X  x)=P*((1 ;x]

o |
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Verteilungsfunktion

-

Die Verteilung reller Zufallsvariablen X kann tber die
Verteilungsfunktion Fx beschrieben werden:

Fx (x):= P(X  x)=P*((1 ;x]

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten:

@D ) i3

P((1 ;b)) P(1 ;a])

o |
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Verteilungsfunktion

-

Die Verteilung reller Zufallsvariablen X kann tber die
Verteilungsfunktion Fx beschrieben werden:

Fx (x):= P(X  x)=P*((1 ;x]

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten:

@D ) i3

P((1 ;b)) P(1 ;a])

PR(@il) =1lim Fx () Fxfa)

b
| —z—} (1 a
P(1 ;b)) ( !

o |
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Verteilungsfunktion

-

Die Verteilung reller Zufallsvariablen X kann tber die
Verteilungsfunktion Fx beschrieben werden:

Fx (x):= P(X x)= P*((1 ;x])
Berechnung von Wahrscheinlichkeiten:

@D ) i3

P((1 ;b)) P(1 ;a])

PR(@il) =1lim Fx () Fxfa)

b
| —z—} (1 a
P(1 ;b)) ( !

B PX([at) = Fyf) i Fx( ) -

a
P((L ) |—1Z2—]

P(( 1 :alhastik und Statistik { o 46/95




-

F(x)

Beispiel Vertellungsfunktion Il

Verteilungsfunktion einer spezifischen Wirkung

Q
—

.
o

0.6

0.4

0.2

0.0

0

I I I I I
1000 2000 3000 4000 5000

X
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Beispiel Vertellungsfunktion Il

- N

Verteilungsfunktion einer spezifischen Wirkung

Q
—
Q ]
o

©
o

F(x)

3
o

N P(X < 1000)

-

I I I I I I I
-1000 O 1000 2000 3000 4000 5000

o X |
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-

o

F(x)

Beispiel Vertellungsfunktion Il

Verteilungsfunktion einer spezifischen Wirkung

Q
—

.
o

0.6

0.4

0.2

0.0

P(X=0)

-1000

I
0

I I I I I
1000 2000 3000 4000 5000

X
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Beispiel Vertellungsfunktion Il

- N

Verteilungsfunktion einer Normalverteilung

1.0

0.8
I

F(x)
04 0.6

0.2

0.0
I

L N(m :O),( s°=1) J
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Woher bekommt man Fy ?

-

Aus Verteilungsmodellen
..., Mit gesch atzten Parametern
aus der Literatur/Angabe der Aufgabe

o |
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Empirische Vertellungsfunktion

- N

ecdf(rnorm(10)) ecdf(rnorm(50))
— ¢t — —
(o) [e0)
o 7] iy o 7]
= . = .
c < c <
L o L o
p— . p—
o [ o _
© I I I I I I © I I I I I
1.0 0.0 1.0 2 0 1 2
X X
ecdf(rnorm(100))
(o) | (o) |
o 7] o 7]
= . = .
c < c <
L o L o
o o
© I I I I I ©
2 01 2 3 4 2 0 2

. N
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Wahrscheinlichkeitsdichte



Wahrscheinlichkeitsdichte
=

Fur stetige Vertellungsfunktionen de nieren wir:

Def: Die Ableitung fx (x) = FQ (x) der Verteilungsfunktion
Fx (X) heildt die Wahrscheinlichkeitsdichte  oder kurz
Dichte von X.

-

o |
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Wahrscheinlichkeitsdichte
=

Fur stetige Vertellungsfunktionen de nieren wir:

Def: Die Ableitung fx (x) = FQ (x) der Verteilungsfunktion
Fx (X) heildt die Wahrscheinlichkeitsdichte  oder kurz
Dichte von X.

-

ZX

fx(X)= FR(X); Fx(x)= | Tx(odx

o |

Stochastik und Statistik { p. 52/95



-

0.2 0.4

0.0

0.8

0.4

0.0

Flache unter der Dichte

Dichtefunktion und Wahrscheinlichkeit

P(XT1 [a,b])

fx(x) = Fx(%)
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Dichte und Histogramm

-

Histogramm und theoretische Dichte

0.4

0.3
l

£(x)
0.2
NN
/




Density

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.0

Kerndichteschatzung

Die Kernfunktion

-2 -1 0 1 2

N =134 Bandwidth =0.1
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Density

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

0.0

Kerndichteschatzung

Beitrag der einzelnen Punkte

N =134 Bandwidth =0.1

Stochastik und Statistik { p. 55/95
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Density

Kerndichteschatzung

Dichteschaetzung

N =134 Bandwidth =0.1
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Density

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

Kerndichteschatzung

Bessere Breite der Kernfunktion

N =134 Bandwidth =0.4
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Density

Kerndichteschatzung

Zu breiter Kern

N =134 Bandwidth =1
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Kerndichteschatzung

- N

X .
f/\x(X)iz_ 1A X

1=1

Z.B. mit der Kernfunktion

1
(x)= p=e
Die Breite bdes Kerns mulf3 richtig gewahlt sein.
Zu schmale Kerne machen “Gewackele”.
ZU breite Kerne machen “alles platt”.
Die geschatzten Dichten sind tententiell zu ach.

Die geschéatzten Dichten weisen unsinnige “Strukturen”
L auf. J
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Verteilungen beschreiben und
zusammenfassen



Beschrelben und zusammenfassen

- N

Verteilungen lassen sich so ahnlich wie Stichproben
graphisch darstellen und durch Parameter
zusammenfassen.

o |
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Beschrelben und zusammenfassen

- N

Verteilungen lassen sich so ahnlich wie Stichproben
graphisch darstellen und durch Parameter
zusammenfassen.

Wieder unterscheidet man nach der Skala der
Zufallsvariable.

o |
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Beschrelben und zusammenfassen

- N

Verteilungen lassen sich so ahnlich wie Stichproben
graphisch darstellen und durch Parameter
zusammenfassen.

Wieder unterscheidet man nach der Skala der
Zufallsvariable.

Manchmal hat die analoge Technik fur Verteilungen
einen etwas anderen Namen.

o |
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Beschrelben und zusammenfassen

- N

Verteilungen lassen sich so ahnlich wie Stichproben
graphisch darstellen und durch Parameter
zusammenfassen.

Wieder unterscheidet man nach der Skala der
Zufallsvariable.

Manchmal hat die analoge Technik fur Verteilungen
einen etwas anderen Namen.

Will man explizit sagen, dass sich die Grof3e auf die
Verteilung bezieht, so spricht man von der
theoretischen Grolie.

o |
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Beschrelben und zusammenfassen

- N

Verteilungen lassen sich so ahnlich wie Stichproben
graphisch darstellen und durch Parameter
zusammenfassen.

Wieder unterscheidet man nach der Skala der
Zufallsvariable.

Manchmal hat die analoge Technik fur Verteilungen
einen etwas anderen Namen.

Will man explizit sagen, dass sich die Grof3e auf die
Verteilung bezieht, so spricht man von der
theoretischen Grolie.

Will man explizit sagen, dass sich die Grof3e auf die
Stichprobe bezieht, so spricht man von der

L empirischen Grol3e. J
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Balkendiagramm f. diskr. Vertellungen

- N

I

I

I

I

I

I

00 01 02 03 04 05 06 0.7

B
|



Wahrscheinlichkeiten
f 0 1 2 3 ]

7.434663e-01 2.287589e-01 2.639525e-02 1.353603e-03 2.6 03082e-05

o |
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FUr dichotome Grofden

-

Der Odd: T

v_ P(a) _ pa
oddpja) = P(nein) 1 pi

Wieviel wahrscheinlicher ist es zu gewinnen als zu
verlieren.

z.B. fur den Funktionieren des einzelnen Triebwerks p= 23:

odd1—3 =

=13
14

[ iNlx

Es ist dreizehn mal so wahrscheinlich, dass das Triebwerk
funktioniert, als das es nicht funktioniert.

o |
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Momente:
Erwartungswert, Varianz



Motivation Erwartungswert

-

Erwartungswert als Mittelwert der Grundgesamtheit:

-

X
E[X] = XPx
X2 x
X . -Anzahl x in Grundgesamtheit”
- n
X2 x
1 X
= = X
n

Grundgesamtheit

o |
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De nition des Erwartungswerts

fDef: T
Erwartungswert (flur diskrete Grofien)
X
E[X]= XPx
X2 X

o |
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De nition des Erwartungswerts

- N

ef:
Erwartungswert (flur diskrete Grofien)
X
E[X]= XPx
X2 X

Erwartungswert (fur stetige Grofien)
Z
E[X] = xf (x)dx
» X
= |im Xf (X) «

#0
X2 «N

X
lim XP([x;x + «])

#0
%2 N
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De nition des Erwartungswerts

- N

ef:
Erwartungswert (flur diskrete Grofien)
X
E[X]= XPx
X2 X

Erwartungswert (fur stetige Grofien)
Z
E[X] = xf (x)dx
» X
= |im Xf (X) «

#0
X2 «N

X
lim XP([x;x + «])

#0
%2 N
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De nition des Erwartungswerts

- N

ef:
Erwartungswert (flur diskrete Grofien)
X
E[X]= XPx
X2 X

Erwartungswert (fur stetige Grofien)
Z
E[X] = xf (x)dx
» X
= |im Xf (X) «

#0
X2 «N

X
lim XP([x;x + «])

#0
%2 N
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Beispiel
Bi 4;4; : -

114
13 *
E[X] = 0 1 T
3 1
+4 1_3 i
14 14
2 2
+06 1_3 i
14 14
1 1
+4 1_3 i
14 14
1 4
+1 —
14

01 13 +1 4 133+2 6 13%+3 4 13 +1
144
. o
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Mittelwert und Erwartungswert

-

fSatz: Starkes Gesetz der gro en Zahlen
Sind die X; stochastisch unabhangig und wie X verteilt, so

gilt: |

Ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass der Mittelwert einer
Immer grof3er werden Stichprobe letztlich gegen den
Erwartungswert konvergiert gleich 1.

o |
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Transformierter Erwartungswert

. N

Sei T eine Funktion von X soistY = T(X) eine neue
Zufallsvariable und es qilt:

X
E[T(X)]= T(X)Px

X2x

bzw. 7
E[T(X)] = T (X)f (x)dx

zB. T(X)=(x 3)?
z.B. T(x) =
Treistoffverbrauch pro Sekunde bel x kaputten Triebwerken

o |
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Rechenregel fUrE[X]

o N

Seien X:Y Zufallsvariablen und eine relle Zahl:
E[X ]= E [X],

X
E[X ]

XP x

X2x
X

XPx
X2 X

E [X]

o |
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Rechenregel fUrE[X]
-

Seien X:Y Zufallsvariablen und eine relle Zahl:

E[X ]= E [X]
E[X + Y]=E[X]+ E[Y]
X
E[X +Y] = (X + y)p(x;y)
V2 (xy )
X
= XPxy) * YP(xy)
V2 (xy ) V2 (xy )
= E[X]+ E[Y]

o |

Stochastik und Statistik { p. 68/95



Beispiel

. N

Seien X, i =1;:::;n unabhangig und genauso wie X
vertellt:
11 #
1 X
E[X] = E = X,
oy
1 1
= —E Xi =—  EI[X]]
n . n.
1=1 1=1
1
= HnE [X]= E [X]

o |
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Beispiel: Binomialvertellung

o N

Furein X; Bi(1;p) gilt:
E[Xi]=01 p+1ip=p
Also qgilt fir X1+ X2+ :::+ X4 Bi(n;p) sofort:

E[X1+ X2+ i+ Xyl E[X1]+ :::+ E[Xn]

p+ .+ p
np

o |
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Formel fGr Binomialverteillung

-

Far X  Bi(n;p) qilt:

-

E[X]=np

Well man ja die Anzahl der Ereignisse zahlt, die mit
Wahrscheinlichkeit p zustande gekommen sind.

o |

Stochastik und Statistik { p. 71/95



Was tut man mit dem Erwartungswert?

- N

Man beschreibt die Lage der Verteilung (wie
Mittelwert)

o |
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Was tut man mit dem Erwartungswert?

- .

Man beschreibt die Lage der Verteilung (wie Mittelwert)
Markovungleichung (fur positive Zufallsgréf3en):

E|X

p(x g X

g

>0 >P(X>0)g

E[X]=(750)"(0<7<q)P()(7>Q) .

o |
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Was tut man mit dem Erwartungswert?

- .

Man beschreibt die Lage der Verteilung (wie Mittelwert)
Markovungleichung (fur positive Zufallsgréf3en):

E[X]
P(X 9
9
Erwartungswerte kann man durch Mittelwerte leicht

schatzen.

o |
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Was tut man mit dem Erwartungswert?

- .

Man beschreibt die Lage der Verteilung (wie Mittelwert)
Markovungleichung (fur positive Zufallsgréf3en):

E[X]
P(X 9
9
Erwartungswerte kann man durch Mittelwerte leicht

schatzen.

Viele Parameter kann man aus geschéatzen
Erwartungswerten ausrechnen.
e.g. Binomialverteilung Bi (4; p)

EX]=4p; 1 p=
- -
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Theoretische Quantile

-

Def: Ein Wert g, mit der Eigenschatt:

imFx(® p Fx(@
I g

heil3t p-Quantil der Verteilung von X .
Im Klartext:

P(X<qgp)=0p
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-

F(x)

Theoretische Quantile

Verteilungsfunktion einer spezifischen Wirkung

Q
—

.
o

0.6

0.4

0.2

0.0

0

I I I I I
1000 2000 3000 4000 5000

X
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F(x)

0.8 1.0

0.6

0.4

0.2

0.0

Theoretische Quantile

Ablesen eine Quantils

I I I I I I
0 1000 2000 3000 4000 5000

X

- 1, < Stochastik und Statistik { p. 74/95
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Theoretische Quantile

- N

Ablesen eine mehrdeutigen Quantils

1.0

0.8

F(x)
0.4 0.6

0.2

0.0

I I I I I I I
-1000 O 1000 2000 3000 4000 5000

o X |
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Andere Lageparameter

-

Theoretischer Median

med(X ) := Qos

o |
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Streuungsparameter

-

Def. Die (theoretische) Varianz
var(X) = E[(X E[X]?]

also die erwartete quadratische Abweichung vom
Erwartungswert.

o |
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Streuungsparameter

-

Def. Die (theoretische) Varianz
var(X) = E[(X E[X]?]

Die (theoretische) Standardabweichung

sd(X) = P var(X)

also die Wurzel der Varianz.

o |
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Streuungsparameter

-

Def. Die (theoretische) Varianz
var(X) = E[(X E[X]?]

Die (theoretische) Standardabweichung

sd(X) = P var(X)

Die Mittlere Absolute Abweichung (mean absolute
deviation).
mad(X)= E[[X med(X)j]

o |
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Anwendung

-

Streuparameter, insbesondere die Varianz werden T
eingesetzt in:

Wahrscheinlichkeitsabschatzungen
Parameterschatzung
Fehlerrechnung

FUr statistische Nachweise In t-Tests und
Varianzanalyse

o |
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Tschebyschewsche-Ungleichung + ...

fSatz:
X EXJE 3 A
PX EX] ) )
PX  medx)j ) M)
Markov zum Vergleich: Fir X > 0
E[X ]

P(X ) ——

o

Stochastik und Statistik { p. 78/95
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Schatzung der Varianz

-

Aus einer reprasentativen Stichprobe X ;:::; X, wird die
Varianz ublicherweise geschéatzt durch:

-

1 X

n 1
1=1

var(X) = (Xi X)?

Grund: Mit & wird es im Mittel zu klein.

E[var(X )] = var( X)
H
X
e 17 o, x)2 =1

n n
1=1

o |
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Schatzung der anderen Streuparamter
B b -
sdX)= var(X)

X0
mad(X)=  jX; medX)]
1=1

Aber
E[$d(X )] 6 sd(X)

E [mad(X )] 6 mad(X)

o |
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Grundlagen zur Schatzung von
Parametern



Motivation Schatzung

- N

Ein konzeptionelles Modell der Vorgange liefert meist
ein Verteilungsmodell.
wie z.B. X  Bi(4;p)

o |

Stochastik und Statistik { p. 82/95



Motivation Schatzung

-

Ein konzeptionelles Modell der Vorgange liefert meist
ein Verteilungsmodell.

Darin sind meist Parameter enthalten deren Wert man
nicht kennt. Hier z.B. ist meist p unbekannt.

|
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Motivation Schatzung

-

Ein konzeptionelles Modell der Vorgange liefert meist
ein Verteilungsmodell.

Darin sind meist Parameter enthalten deren Wert man
nicht kennt.

Diese Parameter mussen wir aus Daten schatzen. Hier
z.B. mitp= Anzahl Triebwerksausfalle
o Anzahl Versuch '

|
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Motivation Schatzung

-

Ein konzeptionelles Modell der Vorgange liefert meist
ein Verteilungsmodell.

Darin sind meist Parameter enthalten deren Wert man
nicht kennt.

Diese Parameter mussen wir aus Daten schatzen.

Ilch will Ihnen mitgeben wie das geht.
Schon blod.

|
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Motivation Schatzung

-

Ein konzeptionelles Modell der Vorgange liefert meist
ein Verteilungsmodell.

Darin sind meist Parameter enthalten deren Wert man
nicht kennt.

Diese Parameter mussen wir aus Daten schatzen.
Ilch will Ihnen mitgeben wie das geht.

Sie mussen dazu grundsatzlich verstehen, wie
statistische Schatzung funktioniert. Man mulf3 kein
Bohrmaschine bauen konnen, um damit Locher zu
bohren, aber man sollte eine ldee von Drehmomenten
haben, um sich nicht zu verletzen.

|
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Beispiel: Schatzer

-

. P . 3 .
Der Mittelwert X = = L, X; wird als Schatzer fir den

Erwartungswert E[X ] verwendet.

o |
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Beispiel: Schatzer

. P . 3 .
Der Mittelwert X = = L, X; wird als Schatzer fir den

Erwartungswert E[X ] verwendet.

Der Erwartungswert ist die theoretische Grofde, die wir
nicht kennen.

|
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Beispiel: Schatzer

. P . 3 .
Der Mittelwert X = = L, X; wird als Schatzer fir den

Erwartungswert E[X ] verwendet.

Der Erwartungswert ist die theoretische Grofde, die wir
nicht kennen.

Der Mittelwert ist eine Grof3e, die wir aus den Daten
ausrechnen kénnen.

|
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Beispiel: Schatzer

. P . 3 .
Der Mittelwert X = = L, X; wird als Schatzer fir den

Erwartungswert E[X ] verwendet.

Der Erwartungswert ist die theoretische Grofde, die wir
nicht kennen.

Der Mittelwert ist eine Grof3e, die wir aus den Daten
ausrechnen kénnen.

Der Mittelwert ist nicht gleich dem Erwartungswert.

|
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Beispiel: Schatzer

. P . 3 .
Der Mittelwert X = = L, X; wird als Schatzer fir den

Erwartungswert E[X ] verwendet.

Der Erwartungswert ist die theoretische Grofde, die wir
nicht kennen.

Der Mittelwert ist eine Grof3e, die wir aus den Daten
ausrechnen kénnen.

Der Mittelwert ist nicht gleich dem Erwartungswert.

Der Mittelwert konvergiert nach dem starken Gesetz
der grof3en Zahlen gegen den Erwartungswert.
(konsistent)

|
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Beispiel: Schatzer

. P . 3 .
Der Mittelwert X = = L, X; wird als Schatzer fir den

Erwartungswert E[X ] verwendet.

Der Erwartungswert ist die theoretische Grofde, die wir
nicht kennen.

Der Mittelwert ist eine Grof3e, die wir aus den Daten
ausrechnen kénnen.

Der Mittelwert ist nicht gleich dem Erwartungswert.

Der Mittelwert konvergiert nach dem starken Gesetz
der grof3en Zahlen gegen den Erwartungswert.
(konsistent)

Der Mittelwert hat den Erwartungswert als
Erwartungswert:

E[X]= E[X] J

Man <chat7t aleo im Mittel richtia (erwariidnQtret ) svos



Konsistenz des Mittelwertes

- N

Beobachtungen mit 2sigma Grenze

© 7
X o 3

© ™ - - -

1 5 10 50 500
i

= Mittelwert mit 2sigma Grenze
i
Lo

3
LI Id

1 5 10 50 500

|

Mittelwert(Xi,i
-}
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-

Xi

Frequency

B

Erwartungstreue des Mittelwertes

15

Stichproben

e A
B | | — | —
0 20 40 60 80 100
Datensatz
Histogramm der Mittelwerte
| | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7
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Schatzer

-

Def. Eine Funktion der Daten, welche den Wert eines
Parameters ungefahr ermitteln soll heil3t Schatzer.

Ein Schatzer wird mit dem Namen des Parameters und
einem Dach dartber notiert: z.B. #, var(X), *, p;h

Der Schatzer ist selbst Zufallsvariable.
Sein Wert ist zuféllig.

|
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Erwartungstreue

fDef:

Ein Schatzer S(X1;::::X,) heillt “erwartungstreu ” fir
einen Parameter S wenn gilt:

-

E[S(X1;::::Xn)] = S

o |
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Konsistenz

. N

ef:

o |
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Starkes Gesetz der grofden Zahlen

. N

atz: Fur den Mittelwert

1 X
Xn = — Xi
Nz
gilt:
E[X]= E[X]
P(nl!llm Xn=E[X] =1
Voraussetzung: Xi;i =1;:::;1 sind I.i.d. (reprasentativ)

und der Erwartungswert existiert.

o |
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Varianzschatzung

s

atz: Fur den die empirische Varianz

valiX = — X (Xi  Xp)?
n-— n 1 I n
1=1
gilt:
E[varX] = var( X)
P(nlliin varp(X)=var( X)) =1
Voraussetzung: Xi;i =1;:::;1 sind I.i.d. (reprasentativ)

und Erwartungswert und Varianz existieren.

o |
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Konsistenzsatz furF

-

Satz: Fur die empirische Verteilungsfunktion gilt:

-

E[Fn(X)] = Fx (X)
P (Fur alle x gilt lim P (x) = Fy (X)) =1

Voraussetzung: Xi;i =1;:::;1 sind I.i.d. (reprasentativ)

o |
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Zusammenfassung

o N

Die folgenden Schatzer sind erwartungstreu und (stark)
konsistent:

Mittelwert fr den Erwartungswert
empirische Varianz fur die theoretische Varianz

empirische Verteilungsfunktion flr die
Verteilungsfunktion

o |
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Rezepte flr konsistente Schatzer

-

Wenn Sie einen Parameter schatzen wollen, kbnnen Sie
folgendes versuchen:

-

Stellen Sie fest, ob sich der Parameter stetige Funktion
einer oder mehrer konsistent schatzbarer Grof3en
schreiben lalit.

Schatzen sie diese Grol3en konsistent.
Wenden Sie die Funktion an.
Sie erhalten eine konsistente Schatzung, da ja

P(IIm G(pn) = G(IIm pn) = p) =1

n

o |
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Beispiel
B

Inomalverteilung Bi (4; n):
E[X]=4p

also

1
P= ZE[X]

1
= =X
P= 7

Ist konsistenter Schatzer.

o |
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Wie geht es welter?

Welche Standardmodelle gibt es? T

Ereignis Anzahlen: Binomial, Hypergeometrisch,
Poisson

Versuchsanzahlen: Geometrisch, Negativ Binomial
Lebensdauern: Exponentiell, Gamma, Weibull
Sterungen: Normal, Lognormal

Extremalwerte: Weibull, Gumbel, Fr'echet

|
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Wie geht es welter?

Welche Standardmodelle gibt es? T

Welches Modell gehort zu welcher Situtation?
z.B. Binomial , n unabhangige Mdglichkeiten
z.B. Poisson, Vviele unabhangige Moglichkeiten
z.B. Weibull ( alternde Maschine

z.B. Gumbel ( Uber iel3ender Damm

|
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Wie geht es welter?

Welche Standardmodelle gibt es?
Welches Modell gehdrt zu welcher Situtation?

Wie schatzt man die Parameter?
Formeln, Schatzfehler, Vertrauensbereich,...

|
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Wie geht es welter?

Welche Standardmodelle gibt es?
Welches Modell gehdrt zu welcher Situtation?
Wie schatzt man die Parameter?

Wie kann man mit den Modellen weiterrechnen?
Rechengesetze, Zusammenhange, Fehlerrechnung,...

|
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