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Das Entscheidungsverfahren

- N

as Test (also das Entscheidungsverfahren)

o, falls S(X) < Fps(1 - a)
Tx) = {1, falls S(X) > FI;OS(1 — )

besteht normalerweise aus:

# Einer Funktion S(X), genannt die Teststatistik
(hier S(X) = X)

# und der Verteilung Py der Teststatistik unter der
Nullhypothese:
(hier P§ = N(p0,03))
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Die Berechnung des p-Wertes

-

Das Entscheidungsverfahren besteht normalerweise aus:

-

# ...und der resultierenden Entscheidungsregel

o, falls S(X) < Fps(1 - a)
Tx) = {1, falls S(X) > F;(l — )

der p-Wert (kleinstes a-Niveau zu dem abgeleht wird) wird
dann wie folgt berechnet:

p=1-F1(5(X))
da dann S(X) = F'(1 — p) genau auf der Grenze liegt.
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Kritischer Wert

Histogram of rnorm(1000, 7.5, 1)
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Der Test Ist Im Computer implementiert
|7__;infacherGauss.test <- function(x,mean=0,var=1) { ___W

parameter <-c(mean=mean,sd=sqrt(var))
statistic <- c(T=x)
structure(list(
data.name=deparse(substitute(x)),
method="Ein Stichproben Gauss-Test",
alternative='greater",
parameter=parameter,
statistic=statistic,
p.value=1-pnorm(statistic,
mean=parameter["mean"],
sd=parameter["sd"])
) s

class="htest")
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Der Test wird im Computer durchgefuhrt

. N

> EinfacherGauss.test(9.46, mean = 7.5, var = 1)

Ein Stichproben Gauss-Test

data: 9.46
T =9.46, mean = 7.5, sd = 1.0, p-value = 0.025

alternative hypothesis: greater

Jeder im Computer implementierte Test gibt irgendwo einen p-Wert aus. Diesen gilt es zu
finden.

o |
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- Es gibt viele Tests. -

Wie finde ich den richtigen?
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o

Die Testsituationen

le Testsituationen werden nach mehrere Kriterien

unterteilt:

o

© o o o

Anzahl der beteiligten Stichproben
Zu testende Grofle

Art der Alternative

Art der Voraussetzungen

Anzahl der beteiligten Merkmale

-

|
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© o o o 0

Betelligte Stichproben

Einzelbeobachtung
Ein-Stichproben-Tests
Zwei-Stichproben-Tests
Gepaarte Tests

Mehr-Stichproben-Tests

Uberprifen, ob mehrere Grundgesamtheiten gleich
sind (z.B. nachweisen, dass sich verschiedene
ethnische Gruppen in ihrem Sozialverhalten
unterscheiden.)

|
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© o o @

ZU testende Grolle

Mittelwert /Lage
Varianz/Streuung
Verteilung

Unabhingigkeit
z.B. bekommen Raucher oOfter Krebs? d.h. ist Krebs
vom Rauchen abhangig.

|
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Art der Alternative

f ® “Grofler”. Hy: u<7,5 Vvs. Hy:u>17>5 T
® “Kleiner”. Hy: uy>7,5 VS. Hi:nu<7,5
® “Ungleich”. Hy: u=7,5 Vvs. Hy:u=+#17,5
Die Tests auf grof3er und kleiner heil3en auch einseitige
Tests, da von der Hypothese aus die Alternative nur in

einer Richtung liegt. Tests bei denen die Alternative in
beiden Richtungen von der Hypothese liegt heilden auch

zweiseitige Tests.
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°

Art der Voraussetzung

Generalvoraussetzung: Unabhangigkeit /
reprasentative Stichprobe(n)

Normalverteilungsbasierte Tests
Nichtparametrische Test /Rangtests

Robuste Tests

Voraussetzung: Die Zufallsvariablen sind
Normalverteilung, aber es durfen falsche
Werte/Ausreil3er vorhanden sein

Problem: Verfligbarkeit, Maximaler Anteil der falschen
Werte muld angegeben werden.

Betrachtet: Mittelwert, Varianz des “Hauptanteils der
Daten”

Info: Liegen von der Effizienz her zwischen den

beiden anderen. J
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Voraussetzungen an die Varianz

-

fBei Zwei— und Mehrstichproben-Problemen mit
Normalverteilungsvoraussetzung ist oft noch die
Unterscheidung nach der Gleichheit der Varianz wichtig.

# homoskedastisch: Streuung in allen
Tellgrundgesamtheiten gleich.

#® heteroskedastisch: Streuungen nicht unbedingt
gleich.
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Anzahl der beteiligten Merkmale

- N

® univariat: Es wird nur ein Merkmal betrachtet.
® bivariat: Es werden zwel Merkmale betrachet.
® multivariat: Es werden mehrere Merkmale betrachtet.

o |
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- Ein-Stichproben-Tests -

Vertellung

iIrgendeine Normalverteilung = Shapiro-Wilk-Test
eine bestimmte stetige Verteilung =
(Ein-Stichproben)-KS-Test

o |
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Shapiro-Wilk-Test

s Shapiro-Wilk-Test
Situation:
Test auf Normalverteilung

Hy : X normalverteilt (X ~ N(u,0?))
Hi : X nicht normalverteilt

Voraussetzungen:
reprasentative Stichprobe
nicht zu stark gerundet

Bemerkung:
d.h. es darf keine “falschen Bindungen” geben

Befehl: shapiro.test(X)

|
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Beispiel
(__; x <- rexp(20) ___W

> shapiro.test (x)

Shapiro-Wilk normality test

data: x
W = 0.9069, p-value = 0.05563
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Kolmogorov-Smirnov-Test

-

s Kolmogorov-Smirnov-Test

Situation:
Test auf spezielle Verteilung (stetig)

Hy : X hat die Verteilungsfunktion Fy: Fx = Fj
H; : Die Verteilungsfunktion Fy ist ungleich Fj

Voraussetzungen:
reprasentative Stichprobe
nicht zu stark gerundet

Bemerkung:
d.h. es darf keine “falschen Bindungen” geben
Der Test nimmt zu oft an, wenn die Parameter aus den Daten geschéatzt
wurden.
Der Test lehnt zu oft ab, wenn die Parameter aus anderen Daten
geschatzt wurden.
Eine kleinere Verteilungsfunktion gehort zu groReren Werten. J

Befehl: ks.test(X, Fp)

Statistik — . 22/57



- Ein-Stichproben-Tests -

Lage

normalvertellt, Varianz bekannt = Gauss-Test
normalvertellt, Varianz unbekannt = spezieller t-Test
nicht normal = Vorzeichentest

dichotom = Binomial Test

diskret = . ..spezieller y?-Test (spater)

o |
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Gausstest

-

o Gausstest

Situation:
Test auf Mittelwert beil bekannter Varianz

Hy : Erwartungswert ;o von X ist ug: u = po
H;i : Erwartungswert ;4 von X ist ungleich ug: u # o
Voraussetzungen:

reprasentative Stichprobe

X ist normalverteilt: X; ~ N(u,03)

o4 bekannt

Bemerkung:
Der Gauss-Test wird sehr selten auf reale Datensatze angewendet, da
die Varianz fast nie bekannt ist. Er ist jedoch der wohl am leichtesten
theoretisch zu verstehende Test und daher immer noch tberall zu

finden.

Befehl: -
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Einstichproben t-Test
-

s Einstichproben t-Test

Situation:
Test auf Mittelwert beil unbekannter Varianz

Hy : Erwartungswert o von X ist ug: u = po
H; : Erwartungswert ;. von X ist ungleich ug: 1 # o

Voraussetzungen:
reprasentative Stichprobe

X ist normalverteilt: X; ~ N(u,o?)
o? ist unbekannt

Bemerkung:

Befehl: t.test((X)

|

Statistik — . 25/57



Einstichproben t-Test (einseitig)

- N

» Einstichproben t-Test (einseitig)

Situation:
Test auf Mittelwert beil unbekannter Varianz

Ho @ p < po
Hy:p> po
Voraussetzungen:
reprasentative Stichprobe
X ist normalverteilt: X; ~ N(u,o0?)
o2 ist unbekannt
Bemerkung:
Entsprechende einseitige Test gibt es auch fur
kleiner und auch flr viele andere Tests, wo wir

das nicht im Einzelnen auffihren werden.
L Befehl: t.test(X,alternative="greater") J
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Binomial Test

o Binomial Test

Situation:
Test auf Erfolgswahrscheinlichkeit

H( : Die Wahrscheinlichkeit p fiir einen Erfolg ist po . P = Do
H1 : Die Wahrscheinlichkeit p ftr einen Erfolg ist nicht po- P # Po

Voraussetzungen:
reprasentative Stichprobe
X ist Binomialverteilt mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p: X ~ Bi(p,ng)
Die Anzahl der Versuche ng ist bekannt

Bemerkung:

Befehl: binom.test(sum(X),np*length(X)) J
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Vorzeichentest

o Vorzeichentest

Situation:
Test auf bestimmten Median

H() . Der Median der Verteilung von X ist mg: FX (0.5) — 1y
H1 . Der Median der Verteilung von X ist nicht mg. FX (0.5) # mo

Voraussetzungen:
reprasentative Stichprobe
Verteilungsfunktion Fx im Median stetig

Bemerkung:

Befehl: binom.test(table(X<myg))

|
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- Ein-Stichproben-Tests

Streuung

normalverteilt = y?-Test (Chi-Quadrat-Test)
nicht normal = ... problematisch

-



yv*-Test auf Varianz

- N

s Yy*-Test auf Varianz

Situation:
Test auf gegebenen Varianz bel
normalverteilten Daten.

Hy: o0° = 0(2)
Hy : 0% # o3 oder 0% > o oder 0° < o}
Voraussetzungen:

reprasentative Stichprobe

Xi ~ N(u, 02)
Bemerkung:

Befehl: -

o |
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- Zwel-Stichproben-Tests -

Vertellung

stetig = zwel Stichproben KS-Test
diskret = ... Tafeltests (spater)



Zwel Stichproben Kolmogorov-Smirnov-Test

- N

s Zwel Stichproben
Kolmogorov-Smirnov-Test

Situation:
Testet die Gleichheit der stetigen Verteilungen
der Stichproben

H() . FX — Fy

Hy: Fx # Fy

Voraussetzungen:
reprasentative Stichproben
Fur X und Y wurde die gleiche Rundungsregel
verwendet

Bemerkung:

\— Befehl: ks.test(X,Y) J
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- Zwel-Stichproben-Tests
Lage

normalverteilt = Zwel Stichproben t-test
nicht normal aber stetig = Wilcoxen-Vorzeichen-Rang Test

-



Zwel-Stichproben-t-Test
B -

s Zweil-Stichproben-t-Test

Situation:
Vergleich von Mittelwerten zweier Stichproben
bel Normalverteilung und gleicher Varianz
Ho:px = py
Hy @ px # py oder ux > py oder ux < py
Voraussetzungen:
reprasentative Stichproben
X; ~ N(ux,o?)und Y; ~ N(uy,o0?)
Bemerkung:
Die Normalverteilungsvoraussetzung ist relativ unkritisch, solange keine
Ausreil3er vorliegen und Verteilung ungefahr normal ist. Die

Normalverteilungsvoraussetzung kann mit dem Shapiro-Wilk Test und
die Varianzgleichheit mit dem F-Test Uberprift werden.

Befehl: t.test(X,Y,var.equal=TRUE)
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Welchs t—Test

- N

» Welchs t—Test

Situation:
Vergleich von Mittelwerten zweler Stichproben
bel Normalverteilung und verschiedener
Varianz

Ho:px = py
Hy @ px # py oder px > py oder ux < py

Voraussetzungen:
reprasentative Stichproben

X; ~ N(ux,0%)und Y; ~ N(uy,o%), i.i.d.

Bemerkung:
Die Normalverteilungsvoraussetzung ist relativ unkritisch, solange keine
Ausreil3er vorliegen und Verteilung ungefahr normal ist.

B Befehl: t.test(X,Y) o
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Wilcoxen—Rang—Summen—Test

-

» Wilcoxen—Rang—Summen—Test

Situation:
Vergleich der Lage zweier Stichproben mit
stetiger Verteilung

Hy :Vz: Fx(x) = Fy(x)
Hy:3c#0:Vo: Fx(z) = Fy(x — ¢
Voraussetzungen:

reprasentative Stichproben
die Verteilungen F'x und Fy sind stetig.

Bemerkung:
Dieser Test arbeitet auch fir andere Alternativen gut, bei der eine
Gruppe grolRere Werte hat.

Befehl: wilcox.test(X,Y)

|
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- Zwel-Stichproben-Tests -

Streuung

normalverteilt = F-test
nicht normal aber stetig = Fligner Test
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-

F-Test

o F-Test

Situation:
Test auf Gleichheit der Varianz bei
Normalverteilung

Hy : UA%( = 012/
Hi : 0% # 0% oder 0% > 0% oder 0% < 0%
Voraussetzungen:

reprasentative Stichproben

Xi~ N(ux,0%), Yi ~ N(py, oy)
Bemerkung:

Befehl: var.test(X,Y)

|
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Fligner-Test
-

Fur den nichtparametrischen Streuungsvergleich eignet
sich auch der Fligner-Test, der als Mehrstichprobentest
besprochen wird.

fligner.test(list(X,Y))

-

o |
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- Gepaarte-Tests -

Lage
normalverteilt = gepaarter t-test
nicht normal aber stetig = Wilcoxen-Vorzeichen-Rang Test

o |
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gepaarter t-Test
-

s gepaarter t-Test

Situation:
Die Werte jewells zweler aufeinanderfolgender
Messungen am gleichen statistischen
Individuum sollen verglichen werden.
Hy:E[X-Y]=0
Hi: E|X —Y]| # 0 oder
Voraussetzungen:
reprasentative Stichprobe
Xi =Y~ N(p,0?)
Bemerkung:

Dieses normalverteilungsbasierte Verfahren
hat Probleme mit Ausreil3ern in der Differenz. J

Befehl: t.test(X,Y,paired=TRUE)
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Wilcoxen-Vorzeichen-Rang-Test

» Wilcoxen-Vorzeichen-Rang-Test

Situation:
Testet auf eine mittlere Anderung von 0
zwischen beiden Beobachtungen am gleichen
Individuum.

H() . Die Verteilung von X; — Y; ist symmetrisch um O.
H1 . Die Verteilung von X; — Y; ist symmetrisch um ein ¢ # 0

Voraussetzungen:
Die Verteilung ist fur alle Paare gleich.

Bemerkung:
Dieses rangbasierte Verfahren hat Probleme
mit Bindungen in den Differenzen.

Befehl: wilcox.test(X,Y,paired=TRUE) J
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" Tests auf Abhangigkeit

stetige Grolden
= Korrelationstests
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Pearson—Korrelationstest

o Pearson—Korrelationstest

Situation:
Test auf Pearson-Korrelation gleich O

Hp:cor(X,Y) =0
Hy :cor(X,Y) #0
Voraussetzungen:

reprasentative Stichprobe
X,Y gemeinsam normalverteilt

Bemerkung:

Befehl: cov.test(X,Y)

|
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Spearman—Korrelationstest

s Spearman—Korrelationstest

Situation:
Test auf Spearman-Rang-Korrelation

Hp : cor(X,Y) =0

Hiy : cor(X,Y) # 0 oder cor(X,Y) > 0 oder
cor(X,Y) <0

Voraussetzungen:

reprasentative Stichproben
stetige Verteilung / wenige Bindungen

Bemerkung:

Befehl: cov.test(X,Y,method="spearman")

|
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" Tests auf Abhangigkeit

diskrete Grof3en

dichotom = Fishers exakter Test
viele = (spezieller) y?-Test
sonst = ... problematisch

-



2
X 'TeSt auf Unabhangigkeit in Kontingenztafeln

- N

2
9o X -TeSt auf Unabhingigkeit in Kontingenztafeln

Situation:
Test auf Unabhangigkeit von kategoriellen
Merkmalen

Hy : X und Y sind stochastisch unabhangig
Hi : X und Y sind stochastisch abhangig

Voraussetzungen:
reprasentative Stichprobe
kategorielle Merkmale

Bemerkung:
Der p-Wert des Tests wird nur approximativ berechnet. Die
Approximation ist schlecht, wenn in einzelnen Zellen der Datentafel
L unter der Unabhangigkeitsannahme weniger als 3-5 Werte zu erwarten J

sind.

Befehl: chisqg.test(table(X,Y)) i e



Fishers exakter Test

o Fishers exakter Test

Situation:
Test auf Unabhangigkeit von 2x2
Kontingenztafeln und dichtomer Merkmale

Hy : Die Merkmale sind stochastisch Unabhangig
H; : Die Merkmale sind stochastisch abhangig

Voraussetzungen:
reprasentative Stichprobe
dichotome Merkmale

Bemerkung:
Im Gegensatz zum x2-Test auf Unabhangigkeit wird hier keine
Approximation verwendet. Der Test ist also immer dann vorzuziehen,

wenn er in der Situation anwendbar ist.

Befehl: fisher.test(table(X,Y)) J
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" Tests auf Abhangigkeit

Stetige Grof3e Abhangig von diskreter
Grolie

dichotom = Zwei-Stichproben-Test
mehrere Kategorien = Mehr-Stichproben-Test

-



- Mehrstichproben Tests
Lage

Normalverteilt, homoskedastisch = Varianzanalyse
Immerhin stetig = ... Kruskal-Wallis-Test

-



Einfache Varianzanalyse

s Einfache Varianzanalyse

Situation:
Test auf Gleichheit der Erwartungswerte
mehrerer normalverteilter Stichproben.

Ho:Vg,9 : pg = pg

Hy: 39,9 : pg, # 1y

Voraussetzungen:
reprasentative Stichproben
Xz' ~ N(Mgm 0'2) wobei g; die Gruppenzugehdrigkeit des
Individuums ¢ beschreibt.

Bemerkung:
Die Varianzanalyse setzt die Gleichheit der
Varianz und Normalverteilung voraus. J

Befehl: anova(lm(X~G))
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Kruskal-Wallis—Test

» Kruskal-Wallis—Test

Situation:
Test auf Gleichheit der Lage mehrerer stetig
vertellter Stichproben.

Hy : Alle Gruppen haben die gleiche Verteilung

H; : Die Verteilungen der Gruppen sind
gegeneinander verschoben.

Voraussetzungen:
reprasentative Stichproben
eigentlich: gleiche nur verschobene Verteilung

Bemerkung:
Der Kruskal Wallis Test ist ein Rangbasiertes
Verfahrung und ist damit potentiell anfallig
gegegen zu viele gleiche Messwerte. J

Befehl: kruskal.test(X,G)
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- Mehrstichproben Tests -

Streuung

normalverteilt = Bartlett—Test
Immerhin stetig = Fligner—Test
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Bartlett—Test

o Bartlett—Test

Situation:
Testet auf gleiche Varianz in mehrere
Stichproben

Hy : Die Varianzen der Stichproben sind gleich

H; : Die Varianzen der Stichproben sind nicht alle
gleich.

Voraussetzungen:
reprasentative Stichproben
Xi ~ N(ug,,06,)
Bemerkung:
Dieser Test wird oft eingesetzt, um eine
Voraussetzung der Varianzanalyse zu

Uberprifen. J
Befehl: bartlett.test(X,G)
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Fligner—Test

s Fligner—Test

Situation:
Testet auf gleiche Streuung in mehreren
Stichproben

Hy : Die Streuungen der Stichproben sind gleich.

H; : Die Streuungen der Stichproben sind
unterschiedlich.

Voraussetzungen:
reprasentative Stichproben
stetige Verteilung

Bemerkung:

Befehl: fligner.test(X,G) J
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